PAGE  
16

การแจกแจงของฟังก์ชั่นที่ได้จากตัวอย่างสุ่ม
(Sampling Distribution)

-ประชากร : ทุกหน่วยของสิ่งที่สนใจศึกษา
-ตัวอย่าง : บางส่วนของสิ่งที่สนใจศึกษา ( subset ของประชากร)

-ค่าที่บ่งบอกลักษณะของประชากร เรียกว่า ค่าพารามิเตอร์
  เช่น  ค่าเฉลี่ย (
[image: image1.wmf]m

)   ค่าความแปรปรวน (
[image: image2.wmf]2

s

)   ขนาดประชากร( N )

-ค่าที่คำนวณหาได้จากตัวอย่าง เรียกว่า ค่าสถิติ
  เช่น  ค่าเฉลี่ย (
[image: image3.wmf]x

)   ค่าความแปรปรวน (
[image: image4.wmf]2

s

)     ขนาดตัวอย่าง( n )

-การศึกษาข้อมูลต่างๆของประชากร ถ้าต้องเก็บข้อมูลจากจำนวนประชากรทั้งหมด 
[image: image5.wmf]®

 ค่าใช้จ่ายสูง  เสียเวลา  บางกรณีเป็นไปได้ยาก ทำให้ต้องเก็บข้อมูลจากตัวอย่างแทน
-ค่าสถิติที่หาได้จากตัวอย่าง สามารถนำมาวิเคราะห์เพื่อหาข้อสรุปเกี่ยวกับค่าพารามิเตอร์ของประชากรได้
-ตัวอย่างที่เลือกในการเก็บข้อมูล ต้องเป็นตัวแทนที่ดีของประชากร 
-การเลือกตัวอย่างแบบสุ่มหรือการสุ่มตัวอย่าง (Random Sampling) จะทำให้ได้ตัวอย่างที่ดี ตัวอย่างที่ได้นี้เรียกว่า ตัวอย่างสุ่ม (random sample)

1. การแจกแจงของค่าเฉลี่ยตัวอย่าง
-กำหนดให้ตัวอย่างสุ่มมาจากประชากรที่มีการแจกแจงแบบปกติ
 (normal distribution) ที่มีค่าเฉลี่ย 
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 และค่าความแปรปรวน 
[image: image7.wmf]2

s


1.1 กรณีที่ทราบค่าความแปรปรวนของประชากร 
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s


-ถ้าสุ่มตัวอย่าง n จากประชากร แล้วหาค่าเฉลี่ยตัวอย่าง 
[image: image9.wmf]x


  จะได้  
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~ N(
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)  และหาค่า z ได้จาก

                           z  =  
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            โดยที่  z ~ N(0 , 1)   
ตัวอย่าง
ผลการสอบวิชาภาษาอังกฤษของนักศึกษาชั้นปีที่ 1 ของ ม.อุบล มีค่าเฉลี่ย
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= 500 คะแนน ค่าเบี่ยงเบนมาตรฐาน 
[image: image15.wmf]s

= 100 คะแนน สมมติคะแนนสอบมีการแจกแจงแบบปกติ ถ้าเลือกตัวอย่างสุ่มนักศึกษาชั้นปีที่ 1 มา 25 คน จงหาความน่าจะเป็นที่คะแนนสอบเฉลี่ยตัวอย่างสูงกว่า 555 คะแนน
   1.2 กรณีไม่ทราบค่าความแปรปรวนของประชากร 
[image: image16.wmf]2
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และ n<30

-เมื่อไม่ทราบค่า 
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 และ n < 30  จะใช้การแจกแจงแบบ student-t ในการวิเคราะห์ค่าเฉลี่ยตัวอย่าง 
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       t  =  
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โดยที่  s  เป็นส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานของตัวอย่าง
ตัวอย่าง
รายได้ของประชากรในจังหวัดอุบลราชธานีมีการแจกแจงแบบปกติด้วยค่าเฉลี่ย 12,000 บาท ถ้าสุ่มคนในจังหวัดอุบลราชธานีมา 10 คน แล้วสอบถามรายได้และคำนวณค่าเบี่ยงเบนมาตรฐานตัวอย่างได้ 2,980 บาท จงหาความน่าจะเป็นที่รายได้เฉลี่ยของ 10 คนนั้น จะมากกว่า 13,500 บาท
   1.3 กรณีไม่ทราบค่าความแปรปรวนของประชากร 
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และ n 
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 30

-ในกรณีไม่รู้ค่า 
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 แต่ n 
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 30   ค่าเฉลี่ยตัวอย่าง 
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 จะมีการแจกแจงแบบปกติ   
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ตัวอย่าง
จากตัวอย่างที่ผ่านมา สมมติสุ่มคนในจังหวัดอุบลราชธานีมา 40 คน และหาค่าเบี่ยงเบนมาตรฐานตัวอย่างได้ 2,850 บาท จงหาความน่าจะเป็นที่รายได้เฉลี่ยของตัวอย่างมากกว่า 13,500 บาท
ทฤษฎีลิมิตสู่ส่วนกลาง (Central Limit Theorem)
-ถ้าสุ่มตัวอย่างขนาด n (x1 , x2 , … , xn ) จากประชากรใดๆที่มีค่าเฉลี่ย 
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 และค่าความแปรปรวน 
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 ถ้า n มีขนาดใหญ่ ค่าเฉลี่ยตัวอย่าง 
[image: image31.wmf]x

 จะมีการแจกแจงเข้าสู่การแจกแจงแบบปกติ ที่มีค่าเฉลี่ย 
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 และค่าความแปรปรวน 
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  นั่นคือ
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   โดยที่  z ~ N(0 , 1)

สรุป
1. สำหรับประชากรที่มีการแจกแจงใดๆ ถ้า n 
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 30  แล้ว ค่าเฉลี่ยตัว
อย่าง 
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 จะมีการแจกแจงประมาณแบบปกติ
2. ค่าเฉลี่ยของ 
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 จะมีค่าเท่ากับค่าเฉลี่ยของประชากร 
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3. ค่าความแปรปรวนของ 
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 จะเท่ากับ  
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ตัวอย่าง
โรงงานแห่งหนึ่งผลิตเครื่องยนต์การเกษตรตราม้าบิน อัตราการใช้น้ำมันของเครื่องยนต์การเกษตรที่ผลิตนี้เป็นตัวแปรสุ่มที่มีค่าเฉลี่ย 22 ลิตรต่อชั่วโมงและค่าเบี่ยงเบนมาตรฐาน 3 ลิตรต่อชั่วโมง ถ้าวิศวกรฝ่ายผลิตสุ่มเครื่องยนต์การเกษตรมาทดสอบ 36 เครื่อง โดยให้แต่ละเครื่องทำงาน 1 ชั่วโมงเพื่อหาอัตราการใช้น้ำมัน จงหาความน่าจะเป็นที่อัตราการใช้น้ำมันเฉลี่ยของเครื่องยนต์การเกษตรที่นำมาทดสอบ จะมากกว่า 23.5 ลิตรต่อชั่วโมง
2. การแจกแจงของผลต่างของค่าเฉลี่ยตัวอย่าง (
[image: image46.wmf]2
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-ใช้ในกรณีที่ศึกษาประชากร 2 ประชากร
-วิเคราะห์ผลต่างของค่าเฉลี่ยของ 2 ประชากร โดยศึกษาจากตัวอย่างของประชากรทั้งสอง
   2.1 ประชากรทั้งสองมีการแจกแจงแบบปกติ และรู้ 
[image: image47.wmf]2
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-ถ้ามีประชากร 2 ประชากร ประชากรที่ 1 มีค่าเฉลี่ย 
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 และความแปรปรวน 
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 ประชากรที่ 2 มีค่าเฉลี่ย 
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 และความแปรปรวน 
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-สุ่มตัวอย่าง n1 จากประชากรที่ 1 แล้วหาค่าเฉลี่ยตัวอย่าง 
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  สุ่มตัวอย่าง n2 จากประชากรที่ 2 แล้วหาค่าเฉลี่ยตัวอย่าง 
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x


-ผลต่างของค่าเฉลี่ยตัวอย่างจากประชากรทั้งสอง (
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   2.2 ประชากรทั้งสองไม่มีการแจกแจงแบบปกติและ n1
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-เมื่อรู้ค่าความแปรปรวนของประชากรทั้งสอง 
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 จะได้ว่า
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--เมื่อไม่รู้ค่า 
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  จะประมาณค่า
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และ 
[image: image73.wmf]2

2

s

 ด้วย 
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 ตามลำดับ    จะได้ว่า  (
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   2.3 ประชากรทั้งสองมีการแจกแจงแบบปกติ แต่ไม่รู้ 
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          n1< 30 , n2< 30

เมื่อรู้ว่า
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-ในกรณีนี้ต้องหาความแปรปรวนร่วม 
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-ใช้การแจกแจงแบบ student-t ในการวิเคราะห์ผลต่างของค่าเฉลี่ยของสองประชากร โดยที่
                      t  =   
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เมื่อรู้ว่า
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 EMBED Equation.3  [image: image89.wmf]¹



 EMBED Equation.3  [image: image90.wmf]2
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-จะประมาณค่า
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 ด้วย 
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 ตามลำดับ
-ใช้การแจกแจงแบบ student-t ในการวิเคราะห์ผลต่างของค่าเฉลี่ยของสองประชากร
                       t    =     
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ตัวอย่าง
น้ำหนักของกาแฟยี่ห้อ A มีการแจกแจงแบบปกติด้วยค่าเฉลี่ย 102 กรัมต่อขวดและค่าเบี่ยงเบนมาตรฐาน 7.8 กรัม ส่วนน้ำหนักของกาแฟยี่ห้อ B มีการแจกแจงแบบปกติด้วยค่าเฉลี่ย 98.7 กรัมต่อขวดและค่าเบี่ยงเบนมาตรฐาน 6.9 กรัม ถ้าสุ่มกาแฟยี่ห้อ A มา 25 ขวดและยี่ห้อ B มา 30 ขวด จงหาความน่าจะเป็นที่ผลต่างของน้ำหนักเฉลี่ยตัวอย่างของกาแฟยี่ห้อ A จะมากกว่ายี่ห้อ B อย่างน้อย 2.5 กรัม
ตัวอย่าง
ผู้จัดการโรงงานซึ่งผลิตสินค้า 2 ชนิด (A และ B)ที่มีขั้นตอนการผลิตที่เหมือนกัน ต้องการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของคนงานที่ผลิตสินค้าทั้งสองชนิด เขาจึงสุ่มตัวอย่างคนงานที่ผลิตสินค้า A มา 6 คน สินค้า B มา 8 คน บันทึกเวลาที่คนงานแต่ละคนผลิตสินค้า 1 ชิ้น ได้ดังนี้   

     A:  8.2 , 5.3 , 6.5 , 5.1 , 9.7 , 10.8        (นาที)

     B:  9.5 , 8.3 , 7.5 , 10.9 , 11.3 , 9.3 , 8.8 , 8.0       (นาที)

ถ้าเวลาที่ใช้ผลิตสินค้าทั้งสองชนิด มีการแจกแจงแบบปกติที่มีค่าความแปรปรวนเท่ากันและค่าเฉลี่ยเท่ากัน จงหาโอกาสที่เวลาเฉลี่ยที่คนงานตัวอย่างซึ่งผลิตสินค้า B จะมากกว่าเวลาเฉลี่ยที่คนงานตัวอย่างซึ่งผลิตสินค้า A อย่างน้อย 2 นาที
3. การแจกแจงของค่าสัดส่วนตัวอย่าง (Sample Proportion: 
[image: image99.wmf]p
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)
-ในบางกรณีเราต้องศึกษาว่าประชากรกี่เปอร์เซนต์ที่มีคุณสมบัติตรงกับสิ่งที่เราสนใจ เช่น เปอร์เซนต์หรือสัดส่วนของชาวจังหวัดอุบลราชธานีที่มีสิทธิ์ลงคะแนนเสียงเลือกตั้ง สัดส่วนของผู้หญิงที่สูบบุหรี่ในประเทศไทย
-ในการสุ่มตัวอย่าง ผลที่ได้จะมีอยู่ 2 อย่าง คือ สัดส่วนตัวอย่างของสิ่งที่เราสนใจ 
[image: image100.wmf]p
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 และสัดส่วนตัวอย่างของสิ่งที่เราไม่สนใจ 
[image: image101.wmf]q

ˆ

 

-สมมติว่าประชากรมีสัดส่วนของสิ่งที่เราสนใจ p และมีสัดส่วนของสิ่งที่เราไม่สนใจ q  ถ้าจำนวนตัวอย่างที่สุ่ม n มากพอ และทั้ง np > 5
และ nq > 5   จะได้ว่า สัดส่วนตัวอย่าง 
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 จะมีการแจกแจงแบบปกติ มีค่าเฉลี่ย p และค่าความแปรปรวน 
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ตัวอย่าง
บริษัท ก. ผลิตถ่านไฟฉายโดยใช้เครื่องจักร จากข้อมูลที่ผ่านมาพบว่า
8% ของถ่านไฟฉายที่ผลิตโดยเครื่องจักรนี้จะใช้งานไม่ได้ ถ้าสุ่มตัวอย่างถ่านไฟฉายมา 500 ก้อน จงหาความน่าจะเป็นที่สัดส่วนของถ่านไฟฉายตัวอย่างที่ใช้งานไม่ได้ จะสูงกว่า 10%

4. การแจกแจงของผลต่างของสัดส่วนตัวอย่าง ( 
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-ถ้า 
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 และ 
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 มีการแจกแจงแบบปกติ ( n1p1 > 5 , n1q1 > 5 และ    n2p2 > 5 , n2q2 > 5 ) จะได้ว่า 
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 มีการแจกแจงแบบปกติ ด้วยค่าเฉลี่ย p1– p2  และค่าความแปรปรวน 
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ตัวอย่าง
จากข้อมูล ผู้ชายไทยที่อายุ 20-30 ปี จะว่างงาน 15% และผู้หญิงไทยที่มีอายุ 20-30 ปี จะว่างงาน 27% ถ้าสุ่มชายไทยอายุ 20-30 ปี มา 150 คน และสุ่มหญิงไทยอายุ 20-30 ปี มา 200 คน จงหาความน่าจะเป็นที่สัดส่วนตัวอย่างของการว่างงานของชายไทยและหญิงไทย อายุ 20-30 ปี จะแตกต่างกันเกินกว่า 0.20

5. การแจกแจงการสุ่มตัวอย่างของ 
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-ในบางกรณีเราต้องการศึกษาความแปรปรวนของประชากร 
[image: image121.wmf]2
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 โดยการวิเคราะห์ความแปรปรวนของตัวอย่าง 
[image: image122.wmf]2
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-การแจกแจงของค่าสถิติ 
[image: image123.wmf]2
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 มีใช้น้อยมากในทางปฏิบัติ ดังนั้น จึงใช้การแจกแจงของตัวสถิติ 
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-ถ้า 
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 เป็นความแปรปรวนของตัวอย่างสุ่มขนาด n ที่สุ่มมาจากประชากรที่มีการแจกแจงแบบปกติซึ่งมีค่าความแปรปรวน 
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 จะได้ว่า 
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 จะมีการแจกแจงไคสแควร์ มีองศาแห่งความเป็นอิสระ (degree of freedom = df ) เท่ากับ n – 1      นั่นคือ
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ตัวอย่าง
โรงงานแห่งหนึ่งผลิตเหล็กเส้นเพื่อส่งออก จากข้อมูลการผลิตที่ผ่านมาทำให้ทราบว่า ความยาวของเหล็กเส้นมีการแจกแจงแบบปกติที่มีค่าความแปรปรวน 0.20 นิ้ว2  ถ้าสุ่มตัวอย่างเหล็กเส้นมา 25 เส้น จงหาความน่าจะเป็นที่ค่าความแปรปรวนของความยาวของตัวอย่างมีค่าน้อยกว่า 0.3035 นิ้ว2
แบบฝึกหัด
1.ช่วงเวลาที่ลูกค้าแต่ละรายต้องยืนรอคอยเพื่อจ่ายเงินที่โต๊ะแคชเชียร์หนึ่งในห้างสรรพสินค้า เป็นตัวแปรสุ่มที่มีค่าเฉลี่ย 3.2 นาทีและค่าเบี่ยงเบนมาตรฐาน 1.6 นาที ถ้าสุ่มตัวอย่างลูกค้ามา 64 ราย จงหาค่าความน่าจะเป็นที่ลูกค้า 64 รายนี้จะใช้เวลาเฉลี่ยในการยืนรอคอยเพื่อจ่ายเงินอย่างมากที่สุด 2.7 นาที
2.ถ้าอายุการใช้งานของหลอดไฟยี่ห้อ A มีอายุเฉลี่ย 38 เดือน ค่าความแปรปรวน 36 เดือน2 อายุการใช้งานของหลอดไฟยี่ห้อ B มีอายุเฉลี่ย 35 เดือน ค่าความแปรปรวน 34 เดือน2 ถ้าสุ่มหลอดไฟยี่ห้อ A และB มายี่ห้อละ 36 หลอด จงหาความน่าจะเป็นที่อายุการใช้งานเฉลี่ยของหลอดไปยี่ห้อ A จะสูงกว่ายี่ห้อ B มากกว่า 6 เดือน
3.โรงงานผลิตเนื้อกระป๋องออกจำหน่าย ผลิตเนื้อกระป๋องที่มีน้ำหนักรวมเฉลี่ย 5 กรัม และค่าความแปรปรวน 0.3 กรัม2 สุ่มตัวอย่างกระป๋องมา 60 กระป๋อง จงหาความน่าจะเป็นที่น้ำหนักรวมของเนื้อกระป๋องทั้ง 60 กระป๋องนั้น จะหนักไม่เกิน 290 กรัม
4.ถ้าทราบค่าเบี่ยงเบนมาตรฐานของรายได้ของอาจารย์มหาวิทยาลัยว่าเป็น 12,000 บาท และต้องการประมาณรายได้เฉลี่ยของอาจารย์มหาวิทยาลัยโดยสุ่มตัวอย่างอาจารย์มา 144 คน เพื่อสอบถามรายได้ จงหาโอกาสที่รายได้เฉลี่ยตัวอย่างจะต่างจากรายได้เฉลี่ยจริงของอาจารย์ ไม่เกิน 2,000 บาท
5.ถ้าทราบว่า 80% ของนักเรียน ม.ปลาย ที่เลิกเรียนเนื่องมาจากติดยาเสพติด ถ้าสุ่มตัวอย่างนักเรียน ม.ปลาย ที่เลิกเรียน มาจำนวน 240 คน จงหาโอกาสที่มีนักเรียนตัวอย่างที่เลิกเรียน จะติดยาเสพติดน้อยกว่า 70%

6. จะต้องใช้ขนาดตัวอย่างของคนงานเท่าไร ในการหาเวลาเฉลี่ยที่คนงานจะทำบัดกรี ที่จะทำให้ความน่าจะเป็นของค่าเวลาเฉลี่ยตัวอย่างต่างจากค่าเวลาเฉลี่ยจริง ไม่เกิน 20 วินาที มีค่าเป็น 0.95  สมมติให้เวลาที่ใช้บัดกรีมีการแจกแจงแบบปกติและมีค่าความแปรปรวนเท่ากับ 100 วินาที
7. บริษัทหนึ่งคาดว่าแบตเตอรี่ที่ผลิตจะมีอายุการใช้งานเฉลี่ย 30 ชั่วโมง เพื่อยืนยันการคาดหมายดังกล่าว ผู้จัดการจะสุ่มตัวอย่างแบตเตอรี่มาตรวจสอบเดือนละ 16 ลูก ทุกๆเดือน ถ้าค่าสถิติ X ที่คำนวณได้จากอายุการใช้งานเฉลี่ยของตัวอย่างตกอยู่ในช่วง Aและ-A โดยที่ P(-A<X<A) = 0.95 ทางบริษัทจึงจะถือว่าการคาดหมายดังกล่าวเป็นจริง ถ้าในเดือนนี้ มีการสุ่มตัวอย่างแบตเตอรี่มา 16 ลูก ปรากฏว่าได้อายุการใช้งานเฉลี่ยเป็น 27.5 ชั่วโมง และค่าความแปรปรวนเป็น 25 (ชั่วโมง)2 ทางบริษัทควรสรุปผลว่าอย่างไร สมมติว่าอายุการใช้งานของแบตเตอรี่มีการแจกแจงแบบปกติ
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