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4.1 ��	

��$��� �!�%�&�� ��������$����'����� 
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LdEQdW ⋅−=  
��*+�23)2����'�����*+�	�� �-����2���( ��$��)�*��$�� '6�("�$)%$� 

∫ ⋅−=
final

begin
LdEQW  
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������������*�+��) 
 

D4.1 An electric field is given as zyx axyaxyzazyE
22

6126 ++=  V/m. An increment path is 

zyx aaaL 253 −+−=∆  micro-meter. Find the work done in moving a 2 micro-coulomb charge along this path if the 

location of the path is at: (a) PA(0,2,5) (b) PB(1,1,1) and (c) PC(-0.7,-2,-0.3) 
 
4.2 �� &������ ��)�
��*� 
 ���,(�*+� ,̂�&��)(���	
���.��2����'�����*+�	���-����2���&����2�����*���0�_ 2�#�$��-���5� $����0� 
��*+�'6�("����&��.�$)2��̀	�//��'`"���2��3����)�%$��&,�$)����"��̀,2��̀	��(��'��.��(�� ��� � ,2�*�	a�/� ���0� 

∫ ⋅−=
final

begin
LdEQW  
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����(&^�'`"#�� '(&�(��b�_ 1���',��&*+��-$ ,�_ *+�'(&�(��b�_ �.�,�+0(���̀,�� )��*�/',1������	
��c���3��#��
 6�.�,� $����0� 2���.^��(&$)(������*����  ��� )��&+���*� �(�	�#�������*���� 2.)�.��� 1  �(�	� ,������*����  ��
'(&��&���5�#����)�*��$����2��c���3��#����&���� ��)(',��*6�����*���� *+� �(�	���0�_ ���-$����& )�����-$	��#��
��)�*��$�� $` �(��,�	����/ 
 
 �(��,� .��*+�23)2����'����� 	���- 2C ���-$ (1,0,1) to (0.8,0.6,1)  &��)�%')�#��(���& x2+y2=1, z=1 2���&���� 

zyx aayayE 2++=  V/m 2��� integrate ��0���23)  �+%�"&� � �#)&3,(� ���b���)(',���	�����/�,��*+����*�',��&� #��

^������*����  
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Example Find the work done in moving a 5 micro-coulomb charge from the origin to P(2,-1,4) through the field 

zyx ayxazxaxyzE
22

2 ++=  V/m via the path: (a) straight line segments: (0,0,0) to (2,0,0) to (2,-1,0) to (2,--1,4); (b) 

straight line: x=-2y, z=2x; (c) curve: x=-2y3, z=4y2 (*-�'6 �/�*,��� 80 uJ ) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
4.3 �	����������!��'�,�
�	�������� 

 �����4����*+�23)2����'�����*+�	���- Q ���-$.�����	����-$.����2���&���� E  �	
����&#���� 

∫ ⋅−=
final

init
LdEQW  

 �3,��$+�(�����/����$��()��)((, 2����'�����	���- .����.�,(� $)(����1�������+0�`����&2.)�	
�'(&�#)&��&���� ��
*+�23)�����4������/	���-.����.�,(����-$.�����	�+��-$.���� 2���&���� ���&�	
� ','(& ,���������� 

','(& ,������ = ∫ ⋅−=
final

init
LdEV  

 .�,(�'(& ,������'�� Jules/coulomb .��� %(� � $����0� '(& ,������������.(,� �-$����-$2$_ (A,B) 2���&����
�	
� 

∫ ⋅−=
A

B
AB LdEV  

��&��������)�	���-*+�&+	���-����������&�6��&� Lρ  C/m ','(& ,��������.(,��-$ A, B .���2�'(&.&�#����2���
�'�����	���-���� .����	���-�� B->A %$�*+� ����*����-$*�0�����	�����)�	���-�	
� a ��� b  &�6$�/ 
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*+��-$ A 2$_ 2���&������&+',�����������̀,1���2�'(&.&���)('���	
���*+�23)�����'�����	���-.����.�,(��� �-$
���� �&����-$_ ��0� 4�2 )��&���� 1����*�$)(� VA $����0� '(& ,��������.(,�����-$�&��.�$)�� 

BAAB VVV −=  
 

 
 
 
 

 

(Integrate electric field intensity dot differential vector distance zyx adzadyadxLd ++=  (in Cartesian coordinates).) 

 

 
(It means that there is not only the electric field from the point charge as the potential fields at other points effecting from other electric 

fields. The external electric field or from unknown sources are set to be a uniform field.) 

 
4.4 ���'�	��������$� ���� �������� (The potential field of a system of charges) 
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∫ −
=

'4

')'(
)(

0 rr

dsr
rV s

πε
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 ���������*+��-$2$ ���	
���(�$'(& ,�������*+�/��/�-$�)����1���%$�*��(�	&+',�	
��`��� (*+��-$*+�.,����-$	���-���� 
infinity ) .���.&�������'�����	���-����.����.�,(����-$ infinity &����-$ A 2$_ 

∫∞ ⋅−=
A

A LdEV  

 2��a����-����� .��� �a#����.',����0���&+#)�.����*+����6&23)��/��2����'�����	���-���� .����.�,(��	 &
��)�*�	p$ (�$��*����/&����-$�$�&) ��&+',�	
� �`��� 

∫ =⋅− 0LdE  

1�������&���5���/�a#�� Kirchhoffrs voltage Law 
 
4.5 The Potential Gradient 

 ����.',��&�������������&���� 

∫ ⋅−= LdEV  

 ���&��#)� )� ��&�����b�&��.�$)2�*����/��� 

θcosLELdEV ∆−=⋅−=∆  

θcosE
dL

dV
−=  

���.b�(,'(&��&���5�#)� )���&+���	�+����	����/&-&��.(,� ��&������/ *��*�*+�&+���	�+�/�*+�/ � ,��,����b & ',�`�*+��-$
*�$)�1)�&���b'��',#����&������0���� 1���',*+��`�*+��-$ �&��� θ  
�*,��/ 0 ��� '����̀,2���( �0�t���/��)�',��&��������� 
 

E
dL

dV
−=

max

 

 
 �̀	1)�&�� '�� �̀	*+���$���&����������	
�4�.�) �$ 
� ,����)��	
���)�*+���$�',���������*+�&+',�*,���/� ��$/���)�
��0� 1���3����t���	
� equipotential surface 1���� ,���-$/� �̂(�+0��&+
�(�� ���*+� �0�t���̀, 

Na
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dV
E
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Na
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dV
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2���// Cartesian 
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VgradVE −∇=−=  
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�6.��/��//����$���� Gradient #����&2$_ �&��.�$)�� 
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%$� *+� u, v and w �*�',#�$*+����$2�����$ ,�_ �3,�2���// Cartesian u=x, v=y, w=z; Cylindrical u=r, φrv = , w=z; Spherical 
u=r, θrv = , θφsinrw =  
  �(��,��3,� ', h1, h2, h3 .�$)��  spherical du = h1dr = dr dv = θrd =h2 θd  dw = φθdr sin = h3 φd  

zyx a
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V
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V
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 (Cylindrical) 
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11
 (Spherical) 

 

 �(��,� �6.�$2.)��&���������2� free space 
2

sin60

r
V

θ
=  V �6.�$2.) �-$ P (r = 3 m, θ = 60 ��� ���φ = 25 ���) ��

. (a) VP; (b) PE ; (c) dV/dN at P; (d) Na  at P; (e) vρ  at P 

(a) 
2

3

)60sin(60
o

=PV =5.77 Volts (�*�', ���&+���&-&*+��-$ P ���	) 

(b) 
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 θaaE rP 
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−−=

23
3

)60cos(60

3

1

3

)60sin(60
2

oo

 

  θaa r 11.185.3 −=  V/m 

(c) �� Na
dN

dV
E −=  $����0� 

dN

dV
 �	
�#�$#���(�� ���'(&�#)&��&���� 

 01.4)11.1(85.3
22 =−+=

dN

dV
 V/m 

(d) Na  �(�� ���.����.�,(� *+�&+*�� ��#)&��/ �(�� ���'(&�#)&��&���� 

 θθ
aa

aa

E

E
a r

r
N 277.0961.0

01.4

11.185.3
+−=

+−
==  

(e) �� Divergence Theorem EDv 0ερ ⋅∇=⋅∇=  
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�� )���	
� divergence #�� spherical coordinates 
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  = -11.34p+3.78p = -7.56 pC/m3 
 
4.6 ��E�� (Dipole or electric dipole) 

 ���&#�� �$%�� '��	���-*+�&+#�$�*,���� ,�	
�	���- ��#)&
(�.,�������� d ��b�_ 
 ���.b��$)(,����������(&*+��-$ P *+����$��	���-*�0������  

A

A

rA
r

A
r

Q
dr
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Q
LdEV

∞∞
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=−=⋅−= ∫ ∫
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2���"+*+� d &+',��b�&��&����*+�/��/ r 1���*62.)�&��'�$�	
� farfield $���̀	$)��,� 

 θcos12 dRR =−  ��� rRR == 21  $����0� 

2

04

cos

r

Qd
V
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θ

=  

 *+����/ x-y *+� z = 0 ���������&+',�	
� 0 (theta = 90 degree) 
 23) Gradient 2� spherical coordinates ���$) 
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4.7 !��'�H*'��	

��$����'����������� 

 �&& ���//2� free space ����&�� �6	���-���� 1Q  &(�2���// �&, )��23)���#)�	���������&,&+��&����2$_ 2�

��//�+0 �&���*6���6�� 2Q  �#)&(�2���// �� )��&+��*6�� ��������2���//&+�����������������	���-*+�&+��̀,��)( 

��2���(�	���- 1,222 VQQ =  

 �3,��$+�(���2���(� 3Q  2���// 

��2���(�	���- 2,331,333 VQVQQ +=  

��2���(�	���- 3,442,441,444 VQVQVQQ ++=  

 ��*+�*62���(�	���-�	
� 

......3,442,441,442,331,331,22 ++++++= VQVQVQVQVQVQWE  

 ��',����������	
���.	��&"�������$����0�  

2,11

210
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1

120

1

21,22
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 �)�&��#)� )��*�$)(��̀	*+��*,����+0���$)�	
� 

......3,441,424,113,223,112,11 ++++++= VQVQVQVQVQVQWE  

 �&����(&�&��#����*+�*�0����#)� )����$) 

......

...)(...)(

...)(...)(2

3,42,41,444,32,31,33

4,23,21,224,13,12,11
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++++++++

+++++++=

VVVQVVVQ

VVVQVVVQWE

 

 ��������^��(&#�����������*+��-$2$_ �	
����&#��','(& ,������*+��-$��0� 

...4,13,12,11 +++= VVVV  

 $����0� ��2���(�	���-2���//	���-�����	
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 �)�	
���(�	���-*+�&+'(& ,������� 

∫=
vol

vE VdvW ρ
2

1
 

 ����*6���	�+����̀	�&��2.)��̀,2��̀	#�� '(&�#)&#����&�������'(&.���,�#����)�������� DE,  $)(�

���*�', Dv ⋅∇=ρ  (�&��*+� 1 Maxwell) �,������2.)����"�̀	�// �$�(������ �#��^�'`"�	
� 
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( ) ( ) ( )VDDVDV ∇⋅+⋅∇=⋅∇  
 $����0�  

( ) ( ) ( )[ ]∫ ∫∫ ∇⋅−⋅∇=⋅∇==
vol volvol

vE dvVDDVdvDVVdvW
2

1

2

1

2

1
ρ  

( ) ( )∫ ∫ ∇⋅−⋅∇=
vol vol

E dvVDdvDVW
2

1

2

1
 

( ) ( )∫∫ ∇⋅−⋅=
volS

E dvVDSdDVW
2

1

2

1
 

 ��������	�+���&�	
� ���*���� ��0� �̂(��/**+� ,̂�&�	
�'(&��&���5���.(,������*���� 	��& ���/��0� �̂( ���2���
���*���� ��/��0� �̂(	p$*+�2.{,&�_ �+0 ��&+',�	
��`�������"+*+� *�0���&������������'(&.���,���)��������&+',�#)�`,�`���2�
��0�*+�2.{, ����&����*���������	
� 0 ��)( 

( )∫ ∇⋅−=
vol

E dvVDW
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1
 

����&����*�',��&������ VE −∇=  

∫∫ =⋅=
volvol

E dvEdvEDW
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0
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dv
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 �(��,� .',������*+����&2� free space �6.��/ ��0�*+�*+�	p$�)�&$)(� (0<r<a), (0<φ <π ), (0<z<2) �&�����&���������*+��6.�$2.)

�	
� (a) arV /0 ; (b) ( ) φ2
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