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ตัวแปรสุ่ม (Random Variable)
-ในการโยนเหรียญ 2 เหรียญ 1 ครั้ง จะได้
         S  =  { ( H , H ) , ( H , T ) , ( T , H ) , ( T , T ) }

  ถ้ากำหนดให้ X หมายถึง จำนวนหัว ( H ) ที่เกิดขึ้น จะได้ว่า ค่าของ X ที่เป็นไปได้ คือ 0 , 1 , 2 นั่นคือ

X  =  0 , 1 , 2

   เรียก X ว่า ตัวแปรสุ่ม หรือ Random Variable (R.V.)

-ในการโยนลูกเต๋า 2 ลูก พร้อมกัน จะได้

S  =  { ( 1 , 1 ) , ( 1 , 2 ) , ( 1 , 3 ) , … , ( 6 , 6 ) }

  ให้ X หมายถึงผลรวมของแต้มของลูกเต๋าสองลูก
         X  =  2 , 3 , 4 , … , 12

  ถ้าให้ X เป็นจำนวนเลขคู่ที่เกิดขึ้นในการโยนลูกเต๋า 2 ลูก

X   =  0 , 1 , 2

  X ทั้งสองกรณีก็คือ ตัวแปรสุ่ม หรือ random variable

-ตัวแปรสุ่ม (R.V.) คือ ตัวแปรซึ่งกำหนดค่าให้กับผลการทดลองต่างๆที่เกิดขึ้น
   X คือ ชื่อของตัวแปรสุ่ม
    x เป็นค่าของตัวแปรสุ่ม  

ชนิดของตัวแปรสุ่ม
ตัวแปรสุ่มแบ่งออกเป็น 2 ชนิด ดังนี้
1. ตัวแปรสุ่มแบบไม่ต่อเนื่อง (Discrete Random Variable)
-ค่าของตัวแปรสุ่มจะไม่ต่อเนื่อง มีค่าได้เป็นบางค่า
-จำนวนค่าของตัวแปรสุ่มแบบไม่ต่อเนื่อง อาจมีจำนวนจำกัดหรือไม่จำกัดก็ได้
-ส่วนมาจะมีค่าเป็นจำนวนเต็ม (จำนวนนับ) แต่อาจมีค่าเป็นทศนิยมได้
  เช่น  ในการตรวจสอบสินค้า 10 ชิ้น ว่ามีสินค้าเสียปนมาด้วยหรือไม่ ถ้าให้ X เป็นจำนวนสินค้าเสีย  X จะเป็นตัวแปรสุ่มแบบไม่ต่อเนื่อง ค่าที่เป็นไปได้ของ X คือ 0 , 1 , 2 , … , 10

2. ตัวแปรสุ่มแบบต่อเนื่อง (Continuous Random Variable)
-ค่าของตัวแปรจะเป็นเซทของเลขจำนวนจริงที่ต่อเนื่องกัน
-จำนวนค่าของตัวแปรสุ่มแบบต่อเนื่อง มีจำนวนไม่จำกัด
-ส่วนมากเกี่ยวข้องกับมาตราชั่ง ตวง วัด เช่น น้ำหนัก ส่วนสูง ระยะเวลา อุณหภูมิ เป็นต้น
   เช่น  ระยะเวลาที่เครื่องจักรใช้งานได้ (หน่วยเป็นนาที)

          X   อาจมีค่าได้  0 , 0.0001 , 1 , 2.57 , …

    หรือเขียนได้ว่า  X 
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ฟังก์ชั่นความน่าจะเป็น (Probability Function)

นิยาม
“ ถ้าให้ S เป็นสเปซตัวอย่าง (sample space) ฟังก์ชั่นความน่าจะเป็น เป็นฟังก์ชั่นซึ่งแสดงว่าตัวแปรสุ่มจะมีค่าเท่ากับค่าที่กำหนดให้จากการทดลองใน S ด้วยความน่าจะเป็นเท่าใด “

-เป็นฟังก์ชั่นซึ่งแสดงค่าความน่าจะเป็นที่ตัวแปรสุ่มนั้นจะมีค่าใดค่าหนึ่งหรือมีค่าอยู่ในช่วงใดช่วงหนึ่งที่กำหนด
-โดยจะใช้สัญลักษณ์ ดังนี้  P(X=x) , P(x) หรือ f(x)

1. ฟังก์ชั่นของมวลความน่าจะเป็น (Probability Mass Function) 

-เป็นฟังก์ชั่นความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มแบบไม่ต่อเนื่อง  เขียนย่อได้ว่า P.M.F.

-มีคุณสมบัติ ดังนี้

1)   f(x)  
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x  (สำหรับทุกค่าของ x )

2) P( a 
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2. ฟังก์ชั่นความหนาแน่นของความน่าจะเป็น (Probability 

    Density Function)
-เป็นฟังก์ชั่นความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มแบบต่อเนื่อง  เขียนย่อได้ว่า P.D.F.

-มีคุณสมบัติ ดังนี้

1)   f(x)  
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x  (สำหรับทุกค่าของ x )

2) P(X = a)  =  0

3) P( a < X < b )  =  P( a 
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[image: image14.wmf]£

 X < b )

   =  P( a < X 
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ซึ่งก็คือพื้นที่ใต้กราฟของ f(x) ที่อยู่ในช่วง a , b


4)   
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  =  1   ( คือ พื้นที่ใต้กราฟทั้งหมด )

ตัวอย่างที่1
ในการโยนเหรียญ 2 เหรียญ 1 ครั้ง สนใจจำนวนหัวที่เกิดขึ้น จงหาฟังก์ชั่นความน่าจะเป็นของจำนวนหัวที่เกิดขึ้น ฟังก์ชั่นความน่าจะเป็นนี้เป็น P.M.F. หรือ P.D.F.

ตัวอย่างที่2

ให้ X แทนปริมาณน้ำเป็นลิตร ที่ใช้กับเครื่องจักรเพื่อควบคุมระดับความร้อน โดยที่ PDF มีค่าเป็น

f(x)  =  
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จงหา  ก. ความน่าจะเป็นที่ใช้น้ำมากที่สุด 1 ลิตร

           ข. ความน่าจะเป็นที่ใช้น้ำ 1 ลิตร
ฟังก์ชั่นการแจกแจงความน่าจะเป็นแบบสะสม (Cumulative Probability Distribution Function)

นิยาม
“ ฟังก์ชั่นการแจกแจงความน่าจะเป็นแบบสะสมของตัวแปรสุ่ม X คือฟังก์ชั่นซึ่งแสดงถึงค่าความน่าจะเป็นสะสมเมื่อ X มีค่าน้อยกว่าเท่ากับค่าใดค่าหนึ่ง”

-เขียนย่อได้ว่า C.D.F. หรือ c.d.f.

-C.D.F. ของ X คือ  F(x)  =  P( X 
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สำหรับตัวแปรสุ่มแบบไม่ต่อเนื่อง (DRV)

F(x)  =  
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      ;  x = a , a+1 , … , b

หรือ  =   P(X= a) + P(X= a+1) + … + P(X= x)

P( x1
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 x2 )  =  F( x2 ) – F( x1 –1 )

                  หรือ  =  F( x2 ) – F( x1 ) + P(X= x1)

สำหรับตัวแปรสุ่มแบบต่อเนื่อง (CRV)


F(x)  =   
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 x2 )  =  F( x2 ) – F( x1)

                                                           f(x)


                                     x1           x2                X
ตัวอย่างที่3                                                          
โยนลูกเต๋า 1 ลูก 1 ครั้ง ให้ X เป็นแต้มที่ได้จากการโยน จงหา F(4) หรือ P(X 
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ตัวอย่างที่4

ตัวแปรสุ่ม X มี P.D.F. เป็น

f(x)  =   
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 0.3

                  =   0              ;  else

จงหา  ก. F(0.1)

           ข. P(0.1 < X < 0.2)

การแจกแจงความน่าจะเป็นร่วม (Joint Probability Distribution)
-ในกรณีที่มีตัวแปรสุ่ม 2 ตัวที่เราต้องการศึกษา เราสามารถหาความน่าจะเป็นร่วมได้
f(x,y)  =  ฟังก์ชั่นความน่าจะเป็นร่วมของตัวแปรสุ่ม X และ Y ( Joint Probability Function)

คุณสมบัติ
1. f(x,y)  
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(x,y)   (สำหรับทุกค่า x , y )

2. 
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  =  1    สำหรับตัวแปรสุ่มแบบไม่ต่อเนื่อง (D.R.V.)
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  =  1  สำหรับตัวแปรสุ่มแบบต่อเนื่อง (C.R.V.)

3. ถ้า A เป็นเหตุการณ์ใดๆ

  P(A)  = 
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สำหรับตัวแปรสุ่มแบบไม่ต่อเนื่อง (D.R.V.)
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 สำหรับตัวแปรสุ่มแบบต่อเนื่อง (C.R.V.)

f(x=2, y=1)  =  P(X=2 , Y=1) = ความน่าจะเป็นร่วม เมื่อ X = 2 และ Y = 1    สำหรับตัวแปรสุ่มแบบไม่ต่อเนื่อง (D.R.V.)

ความน่าจะเป็นเดี่ยว (Marginal Probability)
-ความน่าจะเป็นเดี่ยวของ X เขียนแทนด้วย 
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   สำหรับ D.R.V.
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       สำหรับ C.R.V.

-ความน่าจะเป็นเดี่ยวของ Y  เขียนแทนด้วย 
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   สำหรับ D.R.V.
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    สำหรับ C.R.V.

-ให้ h(x/y) และ h(y/x) เป็นความน่าจะเป็นร่วมแบบมีเงื่อนไข  จะได้ว่า        h(x/y)  =  
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  และ        h(y/x)  =  
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  h(x=1/y=2)  =  P(X=1/Y=2)

-ถ้า X และ Y เป็นอิสระจากกัน (independent) จะได้ว่า

f(x,y)  =  
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 EMBED Equation.3  [image: image49.wmf]y)

(

f

y
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ค่าคาดหวัง (Expected Value)
-ถ้าให้ X เป็นตัวแปรสุ่ม (R.V.) ค่าคาดหวังของ X หรือ E(x) ก็คือค่าเฉลี่ยของ X นั่นเอง

E(x)  =   
[image: image51.wmf]å
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xf(x)

      ,   เมื่อ X เป็น D.R.V.

                  =  
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xf(x)dx

     ,   เมื่อ X เป็น C.R.V.


โดยที่  f(x) เป็นฟังก์ชั่นการแจกแจงความน่าจะเป็น
-สำหรับ D.R.V. อาจเขียนค่าคาดหวังของ X ได้ว่า

E(x)  =   
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ตัวอย่างที่5
ในการโยนลูกเต๋า 1 ลูก 1 ครั้ง ถ้าได้แต้มใดจะได้รับเงินเท่ากับแต้มนั้น เป็นเงินบาท จงหาค่าคาดหวังของเงินที่ได้
ตัวอย่างที่6
กำหนดให้  f(x)  =  
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จงหา E(x) 
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ตัวอย่างที่7
บริษัทผู้ผลิตสินค้าชนิดหนึ่ง กำลังวางแผนออกสินค้าชนิดใหม่ จากการวิจัยตลาด คาดว่าใน 1 สัปดาห์ จะได้กำไร 10,000 บาท ด้วยความน่าจะเป็น 0.4  กำไร 8,000 บาท ด้วยความน่าจะเป็น 0.3 และขาดทุน 5,000 บาท ด้วยความน่าจะเป็น 0.3 ถ้าผู้จัดการต้องการทำกำไรมากกว่า 8,000 บาทต่อสัปดาห์โดยเฉลี่ย เขาควรตัดสินใจผลิตสินค้านี้หรือไม่
ค่าคาดหวังของฟังก์ชั่น h(x) และ h(x,y) 
     E[h(x)]    =  
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       เมื่อ x เป็น  D.R.V.
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     เมื่อ x เป็น  C.R.V. 

     E[h(x,y)]  =   
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     เมื่อ x และ y เป็น  D.R.V.
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    เมื่อ x และ y เป็น  C.R.V.
กฎของค่าคาดหวัง (Law of Expectation)

1. ถ้า a และ b เป็นค่าคงที่ จะได้

E[ax+b]  =  aE(x) + b

2. ถ้า h1(x) และ h2(x) เป็นฟังก์ชั่นตัวแปรสุ่มของ X จะได้


E[h1(x)+ h2(x)]  =  E[h1(x)] + E[h2(x)]


E[h1(x) – h2(x)]  =  E[h1(x)] – E[h2(x)]

3. ถ้า X และ Y เป็นตัวแปรสุ่ม ซึ่งมีความน่าจะเป็นร่วม f(x,y) และ h1(x,y) กับ h2(x,y) เป็นฟังก์ชั่นของ X และ Y

E[h1(x,y)+ h2(x,y)]  =  E[h1(x,y)] + E[h2(x,y)]


E[h1(x,y) – h2(x,y)]  =  E[h1(x,y)] – E[h2(x,y)]

4. ถ้า X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มที่อิสระจากกัน จะได้


E[xy]  =  E(x) E(y)

ตัวอย่างที่8
ให้  f(x)  =   
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               =  0              ,       else
จงหา E(x-0.1)

โมเมนต์ (Moment) 
-ถ้า g(x) =  xk  หรือ  (x– c)k  โดยที่ c เป็นค่าคงที่ จะเรียก E[g(x)] ว่า โมเมนต์

เรียก E[xk]  ว่าโมเมนต์ที่ k ของ x รอบจุดกำเนิด 
 
เรียก E[(x– c)k]  ว่าโมเมนต์ที่ k ของ x รอบ c  

-ถ้า c = E(x)  จะได้ E[(x- E(x))k]  เรียก E[(x- E(x))k] ว่าโมเมนต์ที่ k ของ x รอบจุด E(x)

ถ้า k = 2  จะได้ E[(x- E(x))2]  =  ค่าความแปรปรวน (Variance)






  =  V(x)   =  
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ดังนั้น   E[(x- E(x))2]  =   E(x2) – [E(x)]2

-ในกรณีที่มีตัวแปรสุ่ม 2 ตัว ( X และ Y ) เราจะสนใจค่าความแปรปรวนร่วม ( Covariance )

Cov(x,y)  =  Cxy  =  E[(x-E(x))(y-E(y))]  =  E[xy] – E(x) E(y)

  ถ้า X และ Y เป็นอิสระจากกัน จะได้ Cov(x,y)  =  0

คุณสมบัติ
1. ถ้า h(x)  =  x + c   จะได้    V(x + c)  =  V(x)

2. ถ้า h(x)  =  ax     จะได้   V(ax)  =  a2 V(x)

3. ถ้า X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มที่มีฟังก์ชั่นความน่าจะเป็นร่วม จะได้


V(ax + by)  =  a2 V(x) + b2V(y) + 2ab Cov(x,y)


V(ax - by)  =   a2 V(x) + b2V(y) – 2ab Cov(x,y)

4. ถ้า X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มที่มีฟังก์ชั่นความน่าจะเป็นร่วม และ X และ Y เป็นอิสระจากกัน จะได้


Cov(x,y)  =  0  

V(ax + by)  =  V(ax - by)  =   a2 V(x) + b2V(y)

ตัวอย่างที่9
กำหนดให้ E(x)  =  3    V(x)  =  5  จงหาค่าของ  V(x+3) , V(2x) และ V(3x-2)

แบบฝึกหัด
1. ให้  f(x)  =  
[image: image77.wmf]3
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    ,   x = 2 , 3 , 4 , 5 , 6  เป็น PMF

1.1 PMF นี้ถูกต้องหรือไม่
1.2 ถ้าไม่ถูกต้อง ที่ถูกต้องคืออะไร
2. หน่วยงานหนึ่งมีพนักงานชาย 4 คน หญิง 3 คน หัวหน้างานต้องการให้พนักงาน 2 คน ทำงานพิเศษชิ้นหนึ่งโดยเลือกพนักงานอย่างสุ่ม จงหาฟังก์ชั่นการแจกแจงความน่าจะเป็นของจำนวนพนักงานหญิงที่ถูกเลือก
3. มีเลขอยู่ 3 ตัว คือ 1 , 2 และ 3  เลือกเลขสองเลขแบบสุ่ม โดยเลือกซ้ำกันได้ กำหนดให้

X = ผลรวมของเลขสองเลขที่สุ่มมา

Y = จำนวนเลขคู่ที่ถูกเลือกมา
จงหา
3.1 ฟังก์ชั่นความน่าจะเป็นร่วม
3.2 ฟังก์ชั่นความน่าจะเป็นเดี่ยวของ X

3.3 ฟังก์ชั่นความน่าจะเป็นเดี่ยวของ Y

3.4 P(X=3 / Y=2)

4. มีลูกบอลในกล่อง 3 สี ดังนี้ สีส้ม มี 3 ลูก  สีเขียว มี 2 ลูก  สีเหลือง มี 3 ลูก สุ่มหยิบลูกบอลมา 4 ลูก ให้ X หมายถึง จำนวนลูกบอลสีส้มที่หยิบมา และ Y หมายถึง จำนวนลูกบอลสีเขียวที่หยิบมา จงหา
4.1  f(x,y)

4.2  ความน่าจะเป็นที่ได้จำนวนลูกบอลสีส้มบวกสีเขียวน้อยกว่า 2 ลูก
4.3  fx(x)

4.4  h(x/ y = 2)

4.5  P(X = 2 / Y = 2 )
5. ให้   f(x,y)  =  4xy    ,  0 < x < 1   , 0 < y < 1
                       =  0   ,  else

     จงหา 
5.1  P(0 < x < 
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5.2  
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6. ออกล็อตเตอรี่ 100 ใบ มีรางวัลที่ 1 , 2 และ 3 ดังนี้

รางวัลที่ 1 มี 1 รางวัล รางวัลละ 5,000 บาท   

รางวัลที่ 2 มี 4 รางวัล รางวัลละ 2,000 บาท

รางวัลที่ 3 มี 6 รางวัล รางวัลละ 500 บาท    
6.1 ถ้าไม่มีการซื้อขายล็อตเตอรี่ โดยได้ฟรี จงหามูลค่าที่ได้รับ   ล็อตเตอรี่ 1 ใบ เป็นเท่าไหร่
6.2 ถ้าต้องซื้อล็อตเตอรี่ใบละ 20 บาท จงหามูลค่าที่ได้รับ        
7. สลากกินแบ่งขายในราคา 5 บาทต่อฉบับ มีการพิมพ์จำหน่าย 8,000 ฉบับต่องวด แต่ละงวดมีรางวัลเพียง 1 รางวัลเป็นเงิน 12,000 บาท ถ้านายสมหวังซื้อสลากกินแบ่ง 2 ฉบับในงวดนี้ จงหาค่าคาดหวังของเงินที่นายสมหวังจะได้รับ
8. ถ้า X เป็นตัวแปรสุ่มที่มีฟังก์ชั่นความน่าจะเป็นดังนี้
	X
	P(X)

	 –5

0

8
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9. ให้ XและY เป็นตัวแปรสุ่มที่เป็นอิสระกัน โดยที่ V(x) = 5 , V(y) = 10 จงหา V(2x+3y–1) 

10.  ถ้าตัวแปรสุ่ม X กับ Y มีการแจกแจงความน่าจะเป็นร่วม ดังนี้
	        X

Y
	–1        0        1

	–1
1
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จงหา  E(x)  ,  E(x2) และ E[(3x–5)2





จงหา


ก. ความน่าจะเป็นเดี่ยวของ X กับ Y


ข. P( Y = 1 / X= –1)


ค. E(xy)


ง. Cov(x,y)


จ. X กับ Y เป็นอิสระกันหรือไม่
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